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SAZETAK

Zarazliku od hiperbolickih ta¢aka ekvilibrijuma, gdje je lokalna stabil-
nost obuhvacena kroz nekoliko teorema i gdje uvijek imamo jasnu si-
tuaciju, ispitivanje stabilnosti nehiperbolickog ekvilibrijuma u difern-
tnim jednadzbama i diskretnim dinamickim sistemima je specifiéno
i zahtijeva dodatna ispitivanja i upotrebu razlicitih tehnika i metoda.
Ovaj rad posvecuje paznju upravo nehiperbolickom ekvilibrijumu kod
diferentnih jednadzbi drugog reda te jednodimezionalnih i dvodimen-
zionalnih diskretnih dinamickih sistema.

Klju¢ne rijeci: Ekvilibrijum, nehiperbolicki ekvilibrijum, stabilnost,
diferentna jednadzba, sistemi diferentnih jednadzbi, Murakamijev
teorem, Neimark-Sackerova bifurkacija, KAM teorija, centralna mno-
gostrukost, Lyapunovljeva funkcija.
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1. Uvod

Posljednjih nekoliko decenija izucavanje diferentnih jednadzbi
je intenzivirano, a uglavnom je motivirano problemima iz prakse.
Naime, veliki broj procesa koji se odvijaju oko nas (iz biologije,
fizike, medicine, ekonomije...) moze se predstaviti uz pomo¢ dis-
kretnih modela, to jest diferentnih jednadzbi ili sistema diferen-
tnih jednadzbi. To su procesi koji se najcesce prate u diskretnom
vremenu. Takoder, veliki napredak u razvoju tehnologije, odnosno,
odgovarajucih softverskih programa i paketa, olaksao je, a time i
ubrzao razvijanje ove oblasti.

Diskretni dinamicki sistem (DDS) opisujemo kao autonomni
sistem diferentnih jednadzbi

Xpy=F(x,),n=0,1,2,... (1)

gdjeie F:R" R",In € N . Rjesenje posmatranog sistema (1)

je niz -chﬂ}nzn, koji zadovoljava dati sistem za svako n=0,1,2,...
i ono ukljucuje konstantu C koja moze biti izracunata ako je dat
pocetni uvjet x,=a.
Tacka X ekvilibrijuma DDS (1) je rjeSenje jednadzbe
x=FI(x|.
Dakle, tacka ekvilibrijuma je fiksna tacka preslikavanja F.

Fiksna tacka preslikavanja F; naziva se periodi¢nom tackom
perioda k sistema (1). To je, zapravo, rjesenje jednadzbe

p=F,p|.
Pozitivna orbita tacke x; za sistem (1) je skup
o ilal={x, Flxo), F[%),...}.
Ako je X tacka ekvilibrijuma DDS (1), tada uvodenjem smjene
Y,=X,—X iG|y)=F|y+x|-F(x),
DDS (1) prelazi u sistem
}"n+1:G|.Fn:'-
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Nije tesko uoditi da je o tacka ekvilibrijuma dobijenog siste-
ma i da ona odgovara tacki ekvilibrijuma X sistema (1). Dakle, bez
smanjenja opcenitosti, moze se pretpostaviti da je o tacka ekvili-
brijuma DDS (1).

Veoma je vazno u praksi ispitati stabilnost DDS (1), odnosno
stabilnost njegove tacke ekvilibrijuma. Ukoliko sve svojstvene
vrijednosti Jakobijana J (X leze unutar jedini¢nog diska, ekvi-
librijum X je lokalno asimptotski stabilan, a ukoliko je bar jedna
svojstvena vrijednost izvan jedini¢nog diska, rijec je o nestabil-
nom ekvilibrijumu.

Postoje razliciti pristupi u ispitivanju stabilnosti DDS i to se,
uglavnom, moze, s manjim ili ve¢im naporom, izvesti u slucaju
tzv. hiperbolickog ekvilibrijuma, to jest kada nijedna svojstvena
vrijednost Jakobijana J;|X| nije po modulu jednaka jedan. Me-
dutim, poseban problem predstavlja ispitivanje stabilnosti tzv. ne-
hiperbolickog ekvilibrijuma, to jest u slucaju kada je barem jedna
svojstvena vrijednost Jakobijana Jz|X| po modulu jednaka jedan.
Vazno je napomenuti da se tada postupa razlic¢ito od slucaja do
slucaja i da ne postoji poseban metod za to.

U ovom radu u fokusu je, upravo, nehiperbolicki ekvilibrijum
kod diskretnih dinamickih sistema oblika (1) koji zahtijeva poseb-
nu paznju i posebne tehnike i metode za utvrdivanje stabilnosti,
odnosno nestabilnosti.

2. Nehiperbolicki ekvilibrijum u
jednodimenzionalnom slucaju

Kada je rije¢ o stabilnosti nehiperbolickog ekvilibrijuma u
jednodimenzionalnom slucaju, to jest kada je F: R — R, i ovdje
postoje dovoljni uvjeti za utvrdivanje stabilnosti nehiperbolickog
ekvilibrijuma. Ekvilibrijum je nehiperbolicki ako je |F'I'x_]|:]_.
Dakle, razmatraju se dva slucaja, i to kada je F'( X }=1 i kada je
Flx=-1

Usludaju je F'( X )=1, koriste¢i Test drugog izvoda, Test treceg
izvoda, odnosno Test izvoda viSeg reda, moguce je do¢i do zakljuc-
ka o stabilnosti nehiperbolickog ekvilibrijuma. Ovdje se uvode i
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pojmovi polustabilnosti odozdo i polustabilnosti odozgo tacke
ekvilibrijuma. Test izvoda viseg reda predstavlja op¢i kriterij za
utvrdivanje lokalne asimptotske stabilnosti, polustabilnosti, od-
nosno, nestabilnosti nehiperbolicke tacke ekvilibrijuma .

Nesto slozenija situacija je u slucaju kada je F [x)=-1, zbog
mogucénosti pojave periodi¢nih rjesenja minimalnog perioda dva
i zbog ¢injenice da orbita - %)=[x. F %), F'lxa),...|¢ oscilira oko ekvi-
librijuma X. Zato se ovdje uvodi pojam Schwarzianovog izvoda ili
Schwarziana u tacki ekvilibrijuma te je, pomoc¢u njega, moguce
dobiti dovoljne uvjete za lokalnu asimptotsku stabilnost ili nesta-
bilnost nehiperbolickog ekvilibrijuma. U ovom slucaju tzv. Mura-
kamijev teorem je op¢i kriterij koji daje odgovor na pitanje stabil-
nosti nehiperbolickog ekvilibrijuma.

U nekim slucajevima moguce je izvesti zakljucak o stabilnosti
nehiperbolickog ekvilibrijuma elementarnim putem, odnosno po-
smatrajudi ponasanje rjesenja u blizini tacke ekvilibrijuma.

Koriste¢i Dijagram paukove mreze, moguce je grafi¢ki prikazati
ponasanje rjesenja oko tacke ekvilibrijuma.

3. Nehiperbolicki ekvilibrijum u

dvodimenzionalnom slu¢aju

U slucaju dvodimenzionalnih diskretnih dinamickih sistema
(to jest kada je F:R* - R* uDDS (1)) ili u slu¢aju diferentne jed-
nadzbe drugog reda

Xpoy =F (X0, X, |,n=0,1,2,..,  (2)

ispitivanje stabilnosti nehiperbolickog ekvilibrijuma postaje
vrlo ozbiljan problem.

Naime, Teorem linearizirane stabilnosti daje odgovor kada je

rije¢ o stabilnosti hiperbolickog ekvilibrijuma, ali stabilnost nehi-
perbolickog ekvilibrijuma ostaje otvorena.

Ipak, u nekim slucajevima postoje metodi pomocu kojih se
moze utvrditi njegova stabilnost. Metod Lyapunovljeve funkci-
je jedan je od nacina za utvrdivanje stabilnosti nehiperbolickog
ekvilibrijuma. Ovaj metod se moze koristiti i za viSedimenzionalne
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sisteme. Prvo se uvodi pojam Lyapunovljeve funkcije, a onda, ako
su ispunjeni uvjeti Lyapunoljevog teorema stabilnosti, moze se
utvrditi stabilnost, lokalna asimptotska stabilnost, odnosno glo-
balna asimptotska stabilnost tacke ekvilibrijuma.

Jedan od metoda pomocu kojeg se mogu izvesti zakljucci o sta-
bilnosti nehiperbolickog ekvilibrijuma je i metod invarijante. Na-
ime, ukoliko DDS (1) ili jednadzba (2) posjeduju invarijantu, tada
se, uz pomo¢ Lyapunovljeve funkcije, pod odredenim uvjetima,
korite¢i tzv. Diskretni Dirichletov teorem, moze odrediti priroda
stabilnosti nehiperboli¢kog ekvilibrijuma. Isti se metod moze ko-
ristiti i u trodimenzinalnom sluc¢aju DDS (1) ili u sluc¢aju diferentne
jednadzbe treceg reda

|,n=0,1,2,..., (3)

xn,,l:fu:_x X Xn_2),

n**n—1»

Primjena ovog metoda moze pokazati na ispitavanju stabilnosti
nehiperbolickog ekvilibrijuma Lynessove diferentne jednadzbe

a+x,
X, = " =012 ...,

n—1

gdje je a=0 parametar.

Metod invarijante se moze ilustrovati na ispitivanju stabilnosti
nehiperbolickog ekvilibrijuma za Toodovu diferentnu jednadzbu
treceg reda

a+X,+X,

Jll:Jz-'-lz

- ,n=0,1,2 ...,

pri cemu je a=0.

Metod invarijantne nije previse slozen za primjenu, ali je pone-
kad jako tesko pronadi invarijantu, iako je njena egzistencija obez-
bijedena teoremom, kada je rije¢ o nehiperbolickom ekvilibrijumu
linearnih diskretnih dinamickih sistema.

Navedena dva metoda, metod Lyapunovljeve funkcije i metod
invarijante, mogu se koristiti i za ispitivanje stabilnosti hiperbo-
lickog ekvilibrijuma.

U dvodimenzionalnom sluc¢aju DDS (1), kao i u slucaju dife-
rentne jednadzbe (2), moguce je koristiti tzv. Teorem centralne
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mnogustrukosti, kako bi se doslo do spoznaje o prirodi stabilnosti
nehiperbolickog ekvilibrijuma, mada je taj metod vrlo komplek-
san. Centralna mnogostrukost je, najjednostavnije receno, skup
M _ u prostoru manje dimenzije, gdje se o stabilnosti polaznog si-
stema moze zakljucivati promatrajuci ponasanje na skupu M. S
obzirom na to da je stabilnost jako dobro razradena u jednodimen-
zionalnom slucaju, ovaj metod predstavlja vrlo mo¢no sredstvo za
ispitivanje stabilnosti u dvodimenzionalnom sluc¢aju. Ovaj metod
se moze primijeniti na ispitivanje stabilnosti nehiperbolickog ekvi-
librijuma u dva slucaja, i to:
- Jedna svojstvena vrijednost matrice Jakobijana
J ¢ je 1, a druga je unutar jedini¢ne kruznice.

- Jedna svojstvena vrijednost matrice Jakobijana
J ¢ je -1, a druga je unutar jedini¢ne kruznice.

Primjena metoda centralne mnogostrukosti moze se pokazati
na primjeru diferentne jednadzbe drugog reda
_A x§+ Ex, 4

x:ﬁ"’l_

> n=0,1,2 ...,
X, +f

pri¢emuje A,e,f€(0,0).

Ponekad je moguce ispitivati stabilnost nehiperbolickog ekvi-
librijuma u dvodimenzionalnom DDS (1) ili diferentnoj jednadzbi
drugogreda (2) u najtezem slucaju, kada su obje svojstvene vrijed-
nosti Jakobijana J £( X}, odnosno J+{ X}, konjugovano-kompleksni
brojevi po modulu jednaki jedan. To je tzv. elipticki slucaj.

Ukoliko preslikavanja Fili f imaju osobinu da ¢uvaju povrsinu
(tzv. area preserving map), tada se koristi tzv. KAM (Kolmogorov-
Andre-Moser) teorija. Preslikavanje F je preslikavanje koje ¢uva
povr$inu ako za njegovu Jakobijevu matrice J ¢ x | vrijedi

det J(x|=1,

za sve x € R”. Glavni rezultat koji se primjenjuje ovdje je tzv.

KAM teorem na osnovu kojeg se utvrduje stabilnost nula ekvilibri-

juma, tako sto se, pomocu tri odgovarajuce transformacije koordi-
nata, sistem dovede u tzv. Birkhofov normalni oblik.
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KAM metod se moze uspjesno primijeniti na diferentnu jed-
nadzbu drugog reda
_AX+B

xn*—l_

n=012,...,

xn—l
pri ¢emusu A, B,a parametrii A,B,a=0.

S druge strane, ukoliko preslikavanja ne ¢uvaju povrsinu, ali za-
dovoljavaju odredene dodatne uvjete o egzistenciji tzv. Neimark-
Sackerove bifurkacije, moguce je zakljuciti da je nehiperbolicki
ekvilibrijum stabilan, ali ne i asimptotski. Dakle, Neimark-Sacke-
rova bifurkacija se pojavljuje u diskretnim dinamickim sistemima
koji zavise o parametru, s fiksnom tackom ¢iji Jakobijan ima ne-
koliko konjugovano-kompleksnih svojstvenih vrijednosti koje su,
po modulu, jednake jedan. Najjednostavnije receno, bifurkacija se
javlja kada mala promjena vrijednosti parametra izaziva iznenad-
ne kvalitativne ili topoloske promjene ponasanja sistema. Naziv
"bifurkacija" prvi je uveo Henri Poincare 1885. Lokalne bifurkacije
koje mogu biti u potpunosti analizirane posmatrajuci lokalnu sta-
bilnost ekvilibrijuma, periodi¢nih tacaka ili invarijantnih skupova,
kada parametar prolazi kroz kriti¢nu vrijednost, javljaju se u nehi-
perbolickim tackama. Neimark-Sackerova bifurkacija je diskretni
analogon Hopfove bifurkacije. Razlikujemo Neimark-Sackerovu
superkriticnu i subkriti¢nu bifurkaciju. U prvom slucaju, fiksna tac-
ka je stabilna za vrijednost bifurkacionog patrametra manju od
Lyapunovljevog koeficijenta A_(koji se dobije u procesu prelaska
na normalnu formu), a nestabilna za vrijednost parametra ve¢u od
A Fiksna tacka je za neku malu pozitivnu vrijednost parametra
okruzena izoliranom zatvorenom invarijantnom krivom koja je
jedinstvena i stabilna. Sve orbite koje startaju izvana ili iznutra u
odnosu na zatvorenu krivu, ali ne u koordinatnom pocetku, teze
ka krivoj pod odredenim iteracijama. U drugom slucaju, nestabilna
zatvorena kriva postoji za vrijednost parametra manju od Lyapu-
novljevog koeficijenta A . Struktura orbita na invarijantnom krugu
zavisi od ¢injenice da li je koli¢nik izmedu ugla rotacije i 27 raci-
onalan ili iracionalan. Ako je racionalan, orbite na invarijantnoj
krivoj su periodi¢ne, a ako je iracionalan, orbite na krugu su guste.
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Primjena ovog metoda moze se vidjeti na primjeru jedne ho-
mogene racionalne diferentne jednadzbe drugog reda s kvadrat-
nim ¢lanovima

: 2
A +Bx X, +C X

xn*—l_ 2
+CX,_4

= ,n=0,12,...,
ax +bx x, _,
pri¢emusu A,B,C,a,b,c pozitivni parametri.
U koristenju KAM metoda ili u slu¢aju Neimark-Sackerove bi-
furkacije, neophodno je dobiti odgovaraju¢u (Birkhffovu) normal-

nu formu
Tret|_(cOs@ —sinw|(Tn)| (O
5 sinw  cosw /s a,
% \ Ly

n+1) \ nj

¥

odakle onda proizilaze naredni koraci u ispitivanju.

Naravno, praksa pokazuje da se ispitivanje prirode stabilnosti
nehiperboli¢kog ekvilibrijuma u dvodimenzionalnom DDS (1) ili
diferentnoj jednadzbi drugog reda (2) moze izvoditi i na neki po-
seban nacin, specifi¢an za svaki slucaj pojedinacno.

Tako se, recimo, u slucaju kada je preslikavanje F kooperativno
ili kompetitivno, to jest kada je preslikavanje F takvo da je rastu-
¢e po obje varijable ili je neopadajuce po prvoj, a nerastuée po
drugoj varijabli, mogu koristiti metodi teorije nizova u parcijalno
uredenom skupu R’. U metodu monotonih preslikavanja koristi
se tzv. jugoisto¢no (se) parcijalno uredenje na R*, defnirano sa
(x1,¥1) al%2,¥2) ako je x;=x%, i ¥,2Y¥,. Sli¢no, sjeveroisto¢no
(ne) parcijalno uredenje na R? definide se sa  xy, ¥; ) = pe{ X2, ¥2)
akoje X, <x,1 y,2¥,.
Metod monotonih preslikavanja moze se vidjeti primjenom na
diferntnu jednadzbu
xnﬂ::,x"—_ijnzﬂ,l,z,...,
ax,+ex,_+f
gdje su parametri @, e, f pozitivni brojeviia+e+f=0.

O metodu centralne mnogostrukosti, KAM teoriji i Neimark-
Sakerovoj bifurkaciji pisali su M. Kulenovi¢, O. Merino, G. Ladas,
S. Elaydi, M. Nurkanov¢, Z. Nurkanovi¢ i dr., dok se o metodu
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monotonih preslikavanja moze naci u radovima M. Kulenovica,
M. Nurkanovica, Z. Nurkanovié¢, M. Gari¢- Demirovi¢, S. Moranjkié,
S. Hrusti¢ i dr.
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